
一、数学期望的概念

二、数学期望的性质

三、随机变量函数的数学期望

四、小结

第一节  数学期望



引例1   分赌本问题(产生背景)

          A, B  两人赌技相同, 各出

赌金100元,并约定先胜三局者为

胜, 取得全部 200 元.由于出现意

外情况 ,在 A 胜 2 局 B 胜1 局时,
不得不终止赌博, 如果要分赌金,
该如何分配才算公平?

一、数学期望的概念  



A 胜 2 局 B 胜 1 局前三局:

后二局:

把已赌过的三局(A 胜2局B 胜1局)与上述结果

相结合,即 A、B 赌完五局,

A A A B  B A B 
BA 胜 B 胜

分析 假设继续赌两局,则结果有以下四种情况:
A A A B  B A B B

A胜B负 
A胜B负 

A胜B负 
B胜A负 

B胜A负 
A胜B负  

B胜A负 
B胜A负 



因此, A 能“期望”得到的数目应为  
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而B 能“期望”得到的数目, 则为

4
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故有, 在赌技相同的情况下, A, B 最终获胜的

可能性大小之比为 ,1:3

即A 应获得赌金的          而 B 只能获得赌金的,
4
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因而A期望所得的赌金即为X的 “期望”值,

等于

X 的可能值与其概率之积的累加.
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3200 元

即为

若设随机变量 X 为:在 A 胜2局B 胜1局的前提

下, 继续赌下去 A 最终所得的赌金.

则X 所取可能值为: 200 0

其概率分别为:
4
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4
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          设某射击手在同样的条

件下,瞄准靶子相继射击90次,
(命中的环数是一个随机变量).
射中次数记录如下

引例2  射击问题

试问:该射手每次射击平均命中靶多少环?
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解 平均射中环数
射击次数

射中靶的总环数
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设射手命中的环数为随机变量 Y .
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随机波动    稳定值  

 “平均射中环数”的稳定值 ?

  “平均射中环数”等于

射中环数的可能值与其概率之积的累加



1. 离散型随机变量的数学期望

定义
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即记为的数学期望为随机变量

则称级数绝对收敛若级数

的分布律为设离散型随机变量





分赌本问题

A 期望所得的赌金即为 X  的数学期望

射击问题

       “平均射中环数”应为随机变量Y 的数学期
望
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关于定义的几点说明

         (3) 随机变量的数学期望与一般变量的算

术平均值不同.

        (1) E(X)是一个实数,而非变量,它是一种加

权平均,与一般的平均值不同 , 它从本质上体现

了随机变量 X  取可能值的真正的平均值, 也称

均值.
         (2) 级数的绝对收敛性保证了级数的和不

随级数各项次序的改变而改变 , 之所以这样要

求是因为数学期望是反映随机变量X 取可能值

的平均值,它不应随可能值的排列次序而改变.
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它从本质上体现了随机变量X 取可能值的平均值.
当随机变量 X 取各个可能值是等概率分布时 ,  X 
的期望值与算术平均值相等.
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为他们射击的分布律分别乙两个射手、甲 ,

试问哪个射手技术较好?

实例1   谁的技术比较好?

乙射手
击中环数

概率

1098

2.0 5.0 3.0

甲射手
击中环数

概率

1098

3.0 1.0 6.0



解
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., 21 XX数分别为设甲、乙射手击中的环

故甲射手的技术比较好.



实例2    发行彩票的创收利润

         某一彩票中心发行彩票 10万张, 每张2元.  设
头等奖1个, 奖金 1万元, 二等奖2个,奖金各 5 千元;
三等奖 10个, 奖金各1千元; 四等奖100个, 奖金各

100元; 五等奖1000个, 奖金各10 元.每张彩票的成

本费为 0.3 元, 请计算彩票发行单位的创收利润.

解 设每张彩票中奖的数额为随机变量X, 则

X
p

0101001000500010000
5101 5102 51010 510100 5101000 0p



055 0
10
25000

10
110000)( pXE  

),(5.0 元

每张彩票平均可赚

),(2.13.05.02 元

每张彩票平均能得到奖金

因此彩票发行单位发行 10 万张彩票的创收利润为

).(1200002.1100000 元



实例3    如何确定投资决策方向?

         某人有10万元现金，想投资于某

项目，预估成功的机会为 30%，可得

利润8万元 ， 失败的机会为70%，将

损失 2 万元．若存入银行，同期间的

利率为5% ，问是否作此项投资?

解 设 X 为投资利润，则

),(17.023.08)( 万元XE 存入银行的利息:

),(5.0510 万元 % 故应选择投资.

X
p

8 2
3.0 7.0



:),(, 规定以年计记使用寿命为付款的方式

的销售采用先使用后某商店对某种家用电器

X

实例4　商店的销售策略
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的数学期望器收费试求该商店一台家用电

概率密度为服从指数分布　　设寿命
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可以用两种方法进行个人的血此要抽验

为的团体中普查某种疾病　　　在一个人数很多

N

实例5　分组验血

.,(i) 次这就需化验验将每个人的血分别去化 N
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,(ii)

次最多需化验

个人的血共这样验个人的血液分别进行化

则再对这若呈阳性个人的血就只需验一次这

这样个人的血都呈阴性反应就说明性反应

如果这混合血液呈阴验的血混合在一起进行化

个人抽来把从个人一组进行分组按
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取什么值时最适宜明

并说化验的次数按第二种方法可以减少适当的

选取较小时试说明当的的化验反应是相互独立

且这些人阳性的概率为　　假设每个人化验呈

k
k

p
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解 ,p概率为由于血液呈阳性反应的

,1 pq 概率为所以血液呈阴性反应的

,kqk 应的概率为个人的混合血呈阴性反因而

.1 kqk 应的概率为个人的混合血呈阳性反

,, Xk 数为组内每人的血化验的次个人为一组时设以

且其分布律为为一随机变量则 ,X
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使只要选择因此 k,
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其规律为独立且两者到站的时间相互的

但到站的时刻是随机都恰有一辆客车到站

某车站每天按规定

.,
,00:10

~00:9,00:9~00:8,    

到站时刻

概率
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30:9
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.,00:8(i) 望求他候车时间的数学期到车站一旅客

.,20:8(ii) 望求他候车时间的数学期到车站一旅客

实例6



).(以分计设旅客的候车时间为 X解

的分布律为X(i)
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的分布律为X(ii)
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候车时间的数学期望为



2.连续型随机变量数学期望的定义
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即记为的数学期望变量

的值为随机则称积分绝对收敛

若积分

的概率密度为设连续型随机变量
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因此, 顾客平均等待5分钟就可得到服务.

实例7  顾客平均等待多长时间?

    设顾客在某银行的窗口等待服务的时间

 X(以分计)服从指数分布,其概率密度为

试求顾客等待服务的平均时间?
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1.  设 C 是常数, 则有 .)( CCE 

证明 .1)()( CCCEXE 

2.  设 X 是一个随机变量,C 是常数, 则有
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二、数学期望的性质



 
k

kk
k

kk pypx ).()( YEXE 

4.   设 X, Y 是相互独立的随机变量, 则有
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3.  设 X, Y  是两个随机变量, 则有
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说明    连续型随机变量 X 的数学期望与离散型随

机变量数学期望的性质类似.
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旅客是否下车相互独立

并设各下车是等可能的设每位旅客在各个车站

求表示停车的次数以客下车就不停车

如到达一个车站没有旅个车站可以下车客有

旅位旅客自机场开出一机场班车载有

XEX
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1. 离散型随机变量函数的数学期望
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三、随机变量函数的数学期望

设随机变量 X 的分布律为
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2. 连续型随机变量函数的数学期望

.d)()())(( xxfxgXgE 





若 X 是连续型的,它的分布密度为  f (x) , 则

3. 二维随机变量函数的数学期望
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实例9  设 ( X , Y ) 的分布律为
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均为已知产品

应生产多少件期望最大问若要获得利润的数学

度为服从指数分布其概率密件们预测销售量

他再者元的损失而积压一件产品导致元利

可获他们估计出售一件产品确定该产品的产量
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四、小结

1. 数学期望是一个实数, 而非变量,它是一种加权
平均, 与一般的平均值不同,它从本质上体现了
随机变量 X 取可能值的真正的平均值.

2.  数学期望的性质
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一、随机变量方差的概念及性质

三、例题讲解

二、重要概率分布的方差

四、小结

第二节　方　差



1. 概念的引入

    方差是一个常用来体现随机变量取值分散程

度的量.

实例  有两批灯泡,其平均寿命都是 E(X)=1000小时.                              
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一、随机变量方差的概念及性质    
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2. 方差的定义



　　方差是一个常用来体现随机变量 X 取值分

散程度的量. 如果 D(X) 值大, 表示 X  取值分散

程度大, E(X) 的代表性差; 而如果 D(X) 值小,  则

表示X 的取值比较集中, 以 E(X) 作为随机变量

的代表性好.

3. 方差的意义



离散型随机变量的方差    

连续型随机变量的方差

4.  随机变量方差的计算   
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1. 两点分布   
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4. 均匀分布
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结论    均匀分布的数学期望位于区间的中点.
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5. 指数分布 
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契比雪夫不等式

证明
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具有数学期望设随机变量定理

ε
σεμXP

εσXD

μXEX







取连续型随机变量的情况来证明.

则有的概率密度为设 ),(xfX

 切比雪夫不等式

契比雪夫







 xxfμx

ε
d)()(1 2

2 .1 2
2 σ

ε


xxf
ε

μx
εμx

d)(2

2

 




得

}{ εμXP   


εμx
xxf d)(



四、小结
1. 方差是一个常用来体现随机变量 X  取值分散

程度的量.  如果 D(X)  值大, 表示 X  取值分散程

度大,  E(X) 的代表性差; 而如果 D(X) 值小,  则
表示 X  的取值比较集中, 以 E(X)  作为随机变

量的代表性好.
2. 方差的计算公式



3. 方差的性质
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一、协方差与相关系数的概念及性质

二、相关系数的意义

三、小结

第三节   协方差及相关系数



1. 问题的提出         
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1. 问题的提出
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.,, 达到最小使的值确定 eba

二、相关系数的意义
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.
,,

系较紧密

的线性关系联表明较小较大时当 YXeρXY

.,, 线性相关的程度较差较小时当 YXρXY

]))([( 2
00 XbaYE 



例3    
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(1) 不相关与相互独立的关系

3. 注意

相互独立 不相关

(2) 不相关的充要条件

;0,1o  XYρYX 不相关

;0),Cov(,2o  YXYX 不相关

).()()(,3o YEXEXYEYX 不相关



4. 相关系数的性质
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三、小结

相关系数的意义

.,, 的线性相关程度较高较大时当 YXρXY

.,, 的线性相关程度较差较小时当 YXρXY

.,0 不相关YXρXY 和时当 



一、基本概念

二、n 维正态变量的性质

三、小结

第四节　矩、协方差矩阵
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简称的称它为存在
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2. 说明    
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是协方差方差为二阶中心矩点矩

的一阶原是的数学期望随机变量
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; )1( 变量函数的数学期望以上数字特征都是随机

.4,)3( 阶的矩很少使用高于在实际应用中



3. 协方差矩阵
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协方差矩阵的应用

协方差矩阵可用来表示多维随

机变量的概率密度，从而可通

过协方差矩阵达到对多维随机

变量的研究
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二、n 维正态变量的性质
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三、小结

2.正态变量是最重要的随机变量，其性质一定

要熟练掌握.
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的二阶混合中心矩与是协方差

的二阶中心矩是方差

的一阶原点矩是数学期望

的　　随机变量
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..1 变量的数字特征矩是随机


